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Volba heuristickych strategii v zavislosti na véku

Petr Eisenmann, Jirt Pribyl, Jarmila Novotnd,
Jirt Brehovsky, Jirt Cihlar

Abstrakt

Prispévek popisuje experiment, ktery byl souc¢asti dlouhodobého vyzkumu Rozvijeni kul-
tury Tesent matematickych problémi ve skolské praxi. Experiment byl proveden na vzorku
celkem 584 respondentt ve véku 11-17 let a mapuje rozlozeni ¢etnosti voleb heuristickych
strategii matematickych loh u réiznych vékovych skupin zakt. Zakém 6. a 8. ro¢niku
zékladni skoly, I. a III. ro¢niku stfedni skoly byly pfedlozeny tri tlohy, které je mozné
efektivné TeSit pomoci heuristickych strategii. Kromé tspésnosti feSeni tloh byla véno-
vana pozornost také zptisobu jejich feSeni. Vysledkem experimentu je zjisténi, ze existuji
heuristické strategie, které zaci pouzili pfi feseni tiloh i pTresto, ze s nimi ve vyuce nebyli
seznameni. U nékterych strategii se jejich vyskyt nemeéni v zavislosti na veku.

Klic¢ova slova: heuristickd strategie, systematické experimentovani, pokus — ovéreni —
korekce, zavedeni pomocného prvku, cesta zpét.

Choice of Heuristic Strategies with
Respect to Age

Abstract

The paper reports on an experiment that was a part of a longitudinal research project
entitled Development of culture of problem solving in mathematics carried out in Czech
schools. The experiment involved 584 respondents aged 11-17. The experiment maps the
distribution in pupils’ selection of heuristic strategies towards solving mathematical pro-
blems in case of different age groups of pupils. Pupils from the 6 and 8 grades of
lower secondary and the I and III'! grade of upper secondary school were assigned three
problems that could be solved effectively using heuristic strategies. Besides the success
rate in solving the problems, attention was also paid to the manner in which the pupils
managed to solve them. The results of the experiment show that the pupils tended to use
some particular heuristic strategies despite the fact that they had not come across them
in lessons. The occurrence of some of these strategies is independent of the age of pupils.

Key words: heuristic strategy, systematic experimentation, guess — check — revise, intro-
duction of an auxiliary element, working backwards.
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Piispévek je jednim z vystupti védeckého projektu GA CR P407/12/1939 Rozvi-
jent kultury reseni matematickych problémi ve skolské praxi. Vyzkum byl zaméten
na to, jak je tato kultura ovlivnéna rozvijenim schopnosti zak fesit tlohy heuris-
tickymi strategiemi. Jeho vysledky jsou souhrnné uvedeny v publikaci autorského
kolektivu vedeného Eisenmannem (2015).

1 RESENI ULOH

Reseni tlohy chapeme jako kognitivni proces, ktery lze realizovat jednim ze tii zpti-
sobt v zéavislosti na angaZovanosti, schopnostech a dovednostech fesitele (viz obr. 1).
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Obr. 1: Zptsoby Teseni tloh Heuristicka strategie

Prvni zpiisob oznacujeme jako pokus. Jedna se o nejprimitivnéjsi zpiisob vypora-
dani se s ulohou, ktery pfedpoklada pouze vnéjsi motivaci fesitele. Ten plni pouze cil
,vytesit tlohu“, a to véts§inou pouze jednou, bez vnitini zpétné vazby o spravnosti
feseni.

Druhy zptsob oznacujeme jako primy zpiusob a je zaloZen na aplikaci naucené
znalosti nebo algoritmu. Resitel znad pozadovany proces feseni a navic je s to si
uveédomit, Ze ho ma pouzit, a aplikuje ho.

Tieti zptisob nazyvame feseni uZitim heuristické strategie. Resitel nemé pozado-
vané znalosti nebo je neumi pouzit, nemuize tedy tlohu fesit pifimym zptsobem. Je
vsak vnitiné motivovan k feseni tlohy. Heuristickd strategie mu umozni tlohu vy-
resit. Heuristické strategie jsou zde uvazovany ve smyslu, v némz je pouzivaji Pélya
(2004) a Schoenfeld (1992).

Nékteré z heuristickych strategii jsou relativné jednoduché a zaci je dokonce
mohou pouzivat k feSeni tloh spontanné, pouze na zékladé svych predchozich zku-
Senosti, aniz by jim byly pfedtim ve vyuce explicite predkladany k osvojeni. Jiné je
naopak pomeérné obtizné si osvojit a aktivné pouzivat k feseni tiloh.

Jak je ukdzano dale v kapitole 2.3, heuristické strategie se pri feseni tloh v Ces-
kych uéebnicich matematiky vyskytuji ojedinéle. Cetné diskuse s uciteli matematiky
riznych stupnd skol potvrzuji, Ze ani v praxi se ve vyuce pri feseni tloh prilis ne-
pouzivaji.

7 tohoto thlu pohledu by tedy mohlo byt uzitecné popsat, jaké je rozlozeni
spontanni volby heuristickych strategii pfi feseni matematickych tloh u rtznych
vékovych skupin zaki. Zakém 6. a 8. ro¢niku zékladni skoly a 1. a 3. ro¢niku stfedni
skoly byly proto ptredlozeny tii tlohy, které se daji efektivné fesit pomoci vybranych
heuristickych strategii. Za efektivni (i¢inny) zptsob Feseni tlohy povazujeme takovy,
kde vysledek odpovida vlozené praci ¢i dokonce mnozstvi vlozené prace pii reseni
heuristickou strategii je mensi nez v pfipadé primého zptisobu feseni.

Vybrany byly s ohledem na nase pfedchozi vyzkumy (Eisenmann et al., 2015;
Biehovsky et al., 2013) nasledujici ¢tyfi strategie: Systematické experimentovdnt,
Pokus — ovéreni — korekce, Cesta zpét a Zavedeni pomocného prvku (tato strate-
gie pouze u geometrickych tloh). Vybér strategii byl proveden na zékladé jejich
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vlastnosti, které jsme popsali v (Pfibyl & Eisenmann, 2014). Lze konstatovat, ze
konkrétné mnoZstvi nutnych znalosti, mnoZstvi nutnych zkusSenosti k jejich uspés-
nému pouziti a tzv. riziko nespravneho pouZiti, je u téchto ¢tyr strategii oproti
ostatnim strategiim nizké. V tomto smyslu vnimame vybrané strategie jako rela-
tivné jednoduché.

2 TEORETICKE POZADI

2.1 DISKUTOVANE HEURISTICKE STRATEGIE

Dale uvedené heuristické strategie jsou podrobné popsany napt. v nasledujicich pub-
likacich (Eisenmann, Novotna & Pfibyl, 2015; Pfibyl & Ondrusova, 2014; Eisenmann
& Pribyl, 2013; Novotné, Eisenmann & Pfibyl, 2015). Zde je pouze stru¢né pro tcely
tohoto prispévku charakterizujeme a v kapitole 4.1 je ilustrujeme pfi feSeni testovych
uloh.

Nasledujici dvé popisované strategie fadime mezi strategie experimentalni, ne-
bot v jejich pozadi je vzdy provedeni konkrétniho experimentu. Pohled na tyto
dvé strategie neni jednotny. Ve svych pocatcich Pélya (2004) tento zptsob FeSeni
nepovazuje za strategii, byt upozoriiuje, Zze pro feSeni uloh je dulezité provadét
pokusy. V Pélya (1981) uz se v8ak muzeme setkat s tim, Ze tento zptsob FeSeni
povazuje za heuristickou strategii, ale mezi témito dale specifikovanymi strategiemi
nerozliSuje a souhrnné je nazyva strategie pokus — omyl (¢rial and error). Stejné
tak Schoenfeld (1982) hovofi o strategii pokus — omyl a tento piistup k FeSeni
tloh zakladd na odhadu podlozeném intuici. Hayes (1981) jde dél a mezi nasledu-
jicimi dvéma strategiemi zacina rozliSovat, a to pravé zptisobem, jaky jsme pouzili
i my.

Systematické experimentovdni (SE): Principem této strategie je proces postup-
ného priblizovani se k vysledku. Na pocatku provede fesitel volbu odhadu vysledku
(bud prvniho mozného, nebo néjakého blizsiho k feseni) a déale postupuje systema-
ticky. Po kazdém provedeném experimentu fesitel pouze ovéri, zda ziskal pozadovany
vysledek ¢i nikoliv. Pokud ne, pokracuje dal, pricemz vstupni hodnota do dalsiho
experimentu je dana potfadim (nikoliv volbou Fesitele). Tato strategie se opira o fakt,
7e Tesitel si je védom skutecnosti, ze hledany vysledek lezi v fetézci hodnot prova-
zanych systémem a pokud projde tento Fetézec, potom vysledek najde. Velmi casto
se jako prostiedku feseni uziva vypocetni technika.

Pokus — ovéreni — korekce (POK): Principem této strategie je proces ptiblizovani
se vysledku tulohy, kdy fesitel v prvnim kroku provede ndhodnou volbu. Ve druhém
kroku ovéri, zda jeho volba byla spravna. Pokud ne, pokusi se zjistit, jak moc se
zmylil. Konec¢né ve tfetim kroku provede korekci, tedy opravu, ktera mu vygene-
ruje novy pokus. Cely proces zac¢ind nanovo. Cilem je dobrat se fizenymi iteracemi
po kone¢ném poctu krokt k cili.

Cesta zpét (CZ): Princip této strategie spadd mezi jiz dlouho znamé postupy
feSeni uloh. Jak uvadi celd fada autort (Pdlya, 2004; Hintikka & Remes, 1974),
pocatky této ,strategie” lze vysledovat az k Pappovi z Alexandrie, pricemz ho-
voii o Pappové analytické metodé (method of analysis), kterou provadél obéma
sméry a na kterou navazovala syntéza (method of synthesis). V matematice se
jedna o Casto uzivanou strategii, kdy zname koncovy stav, zname pocatecni stav
a snazime se jit od konce k poc¢atku. Reseni tlohy je potom zaloZeno na ,oto-
¢eni“ nalezeného postupu — vhodnym ptikladem jsou tilohy z konstrukéni geometrie.
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V téchto tlohach vychazime z predpokladu, Ze feSeni dané ulohy existuje a ma po-
zadované vlastnosti. Zpétnym krokovanim (rozborem) si uvédomujeme, ktery krok
bezprostiedné predchézel danému a v tomto duchu postupujeme az do situace,
kterd je pocateéni situaci tlohy. Obrécenim tohoto postupu (rozboru) ziskdvame
feSeni ulohy. Specifickou variantou tloh fesenych pomoci CZ jsou slovni tlohy,
ve kterych se s tspéchem vyuzivaji inverzni operace k operacim uvedenym v za-
dani tlohy.

Zavedeni pomocného prvku (ZPP): Zékladni idea této strategie spociva v tom,
ze zavedenim pomocného prvku se feseni pro Tesitele stane snadnéji dosazitelné. Pé-
lya (2004) vnima nami popisovanou strategii ZPP v Sirsich souvislostech a rozlisuje
dva zakladni typy pomocnych prvki. Prvnim typem je pomocny prvek jako takovy
(auziliary element) a druhym pak je pomocné tloha (auziliary problem). Smyslem
pomocné tlohy je umoznit FeSiteli bud ziskat vhled do ptivodni tlohy, nebo vyfesit
ulohu jako takovou. Na rozdil od tohoto thlu pohledu vymezujeme pomocny pr-
vek pouze jako objekt, ktery se na prvni pohled v tloze nevyskytuje, a my jej do
ulohy vpravime s nadéji, ze nam usnadni pfistup k reseni. V nékterych pripadech je
existence tohoto prvku indukovana objekty jiz v tloze se vyskytujicimi a v tomto
pripadé je mozno hovotit o skrytém prvku. U geometrickych tloh se obvykle jedna
o primku, tsecku, bod ¢i obrazec, v pripadé slovnich tloh o ¢islo ¢i néjakou funkei,
u rovnic zase zavadime pomocny prvek pomoci substituce.

Zatimco Pdlya (2004) vnimé zavedeni pomocného prvku jako specificky zpi-
sob FeSeni problému (v obecnosti), Schoenfeld (1982) jiz vnima tento proces jako
samostatnou heuristickou strategii a hovorii o strategii zavadéni pomocného prvku
(introducing auxiliary elements).

Jak jiz bylo feceno vySe, my se v nasem vyzkumu zabyvame spontanni volbou
této strategie pouze u geometrickych tloh. Zde je totiz volba pomocného prvku
na rozdil od slovnich tloh vétsinou relativné jednoducha.

2.2 RELEVANTNI VYZKUMY

Uvedme nyni prehledné vysledky péti relevantnich vyzkumi zabyvajicich se spon-
tanni volbou heuristickych strategii zaky.

Jiang, Hwang a Cai (2014) popisuji vysledky své studie, v niz zkoumali pouziti
fesitelskych strategii zaky ve veku 10-11 let pii feseni tloh o pohybu. Celkem se
studie zucastnilo 361 ¢inskych a 345 singapurskych zaki z riznych typid skol. Pro
nase ucely je zajimavé, Ze jednou z relativné casto volenych strategii byla strategie
nami oznacovana jako POK. Zaci byli pfi jejim pouziti vétsinou pfi feseni tlohy
uspésni.

Ho a Lowrie (2014) popisuji vysledky svého vyzkumu, kterého se ztcastnilo
607 singapurskych zaki ve véku 11-12 let. Zaktm byly pfedlozeny dvé slovni tilohy
a byly analyzovany zptisoby jejich feseni. Z naseho pohledu je zajimavé, Ze celkem
tfetina zakd pouzila graficky zptsob feseni, jehoz jednim ze zastupcu je strategie
nami oznacovana jako ZPP.

Iliada, van den Heuvel-Panhuizen a Kolovou (2009) popisuji vysledky svého vy-
zkumu, kterého se ztcastnilo 152 holandskych zaki ve véku 9-10 let. Zaktm byly
predlozeny tfi slovni ulohy a byly analyzovany zptisoby jejich feseni. Mezi stra-
tegiemi pouzitymi pii feSeni téchto tloh se objevily mimo jiné i strategie, nami
oznacované jako SE a POK. ZAci, ktefi tyto strategie zvolili, byli vétSinou tspésni.
Celkové ale uplatnilo heuristické strategie pfi feseni tloh jen malo zaka (Iliada, van
den Heuvel-Panhuizen & Kolovou, 2009: s. 611).
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Van den Heuvel-Panhuizen, Kolovou a Robitzsch (2013) zkoumali roli dynamic-
kych online her na zaky z hlediska jejich schopnosti fesit ulohy. Zéci Tesili slovni
ulohy, které se zabyvaji urcovanim mnozstvi. Experimentu se zucastnilo celkem
253 holandskych zakt ve véku 10-12 let. Zaci své tlohy Tefili v on-line rezimu,
specialni software zaznamenaval mimo jiné také strategie pouzité pii feseni. Nejpo-
uzivanéjsi strategii bylo POK, obcas se vyskytlo i SE.

Ishida (2002) popisuje svou studii, kterd se zaméfovala na schopnost zaki na-
lézt nejlepsi moznou strategii feSeni tlohy. Experimentu se zucastnilo 12 japon-
skych zak ve véku 11-12 let. Zaci fesili dvé tlohy, kazdou alespont dvéma zpi-
soby. Poté sami vysvétlovali, ktery z pouzitych zptisobi je k feSeni tillohy vhodné;jsi.
Prvni tloha je na spoleénou praci, druha tloha uklada urcit pocet trojuhelnicki,
pomoci nichz se predepsanym zptisobem sestavi dany obrazec. V prvnim piipadé
zaci oznacili jako nejefektivnéjsi strategii ndmi nazyvanou POK, ve druhém vy-
zdvihli graficky zptisob fesSeni, jehoz jednim zastupcem je strategie nami nazyvana
ZPP.

Kromé dvou vyse zminénych vyzkumi s holandskymi zaky nejsou autoriim
znamy zadné relevantni vyzkumy z oblasti spontanniho vyskytu heuristickych stra-
tegii, které by probihaly v evropskych zemich kulturné a historicky spjatych s CR.

2.3 HEURISTICKE STRATEGIE V CESKYCH UCEBNICICH

V ramci experimentu jsme provedli také analyzu vybranych ceskych sad ucebnic
pro zékladni a stfedni skoly. Zkoumali jsme, zda se v Tfesenych tlohach uvedenych
v téchto ucebnicich vyskytuji vyse uvedené ¢tyti heuristické strategie. Pti identifikaci
téchto resenych tloh jsme nehledali nazvy strategii, ale zamérili jsme se na podstatu
feseni dané tlohy. V tabulkich 1 a 2 uvadime pouze ta témata, kde se fesené tlohy
pomoci zkoumanych strategii vyskytly. Sloupec Pocet uloh udava pocet vsech vyte-
senych tloh daného tématu a nasledujici sloupce udavaji cetnosti vyskytu resenych
uloh pomoci zkoumanych heuristickych strategii.

Tab. 1: Pouziti heuristickych strategii v feSenych tlohach uéebnic ZS

Sada Téma Pocet Pouzité heuristické
ucebnic uloh strategie
SE POK CZ ZPP
(Molnar et al., Trojuhelnik 1 1
1998-2001) Mnozina bodt dané vlastnosti 5 1
Konstrukéni ulohy 7 2
Podobnost 5 1
Finan¢ni matematika 9 2
(Pilpan et al., Prostor a jeho zobrazeni 18 1
2007-2010) Trojuhelnik 8 1 1
Shodnost 8 3
Ctytahelniky 13 2 2
Kruznice a kruh 8 1
Konstrukéni dlohy 15 8
Podobnost 13 1

Scientia in educatione 25 8(2), 2017, p. 21-38



Tab. 2: Pouziti heuristickych strategii v feSenych tlohach uéebnic SS

Sada Téma Pocet Pouzité heuristické
ucebnic uloh strategie
SE POK CZ ZPP
(Odvérko et al., Logaritmické a exponencidlni rovnice 4 1
1985-1988) Goniometrické rovnice 4 2
Geometrické posloupnosti 4 1
Nekonecéna rada 4
Shodné zobrazeni v roviné 2 1
Stejnolehlost 2 2
(Bocek et al.,  Rovnice vyssich stupmt 13 1 8
1993-1999) Goniometrické rovnice 5 1
Integralni pocet 23 7
Metrické vlastnosti 16 3
Geometrické utvary v roviné 9 3
Mnozina bod® dané vlastnosti 19 1 3 1
Zobrazeni v roviné 29 10 1

3 VYZKUMNE OTAZKY A HYPOTEZY

Na zacatku jsme si polozili tyto vyzkumné otazky:

1. 'V jaké mire pouziji zaci prfi feSeni predlozenych tloh vytipované heuristické
strategie?

2. Jak zavisi volba vytipovanych heuristickych strategii na véku zaka?

3. Jak jsou zaci pfi pouziti heuristickych strategii tispésni?

4. Jak se v zavislosti na véku méni cetnost pripadi, kdy Zaci vibec nezac¢nou
ulohu tesit?

Na zakladé zkuSenosti z dosavadnich experiment popsanych predevsim v (Ei-

senmann et al.; 2015) jsme formulovali pfed za¢atkem experimentu nasledujici vy-
zkumné hypotézy:

H1: Prii feseni predlozeného souboru tloh se objevi vSechny ¢tyfi vytipované heu-
ristické strategie.

H2: Cetnost pifpadfi, kdy Zaci viibec neza¢nou tlohu fesit, bude s narfistajicim
veékem Tesitelt klesat.

Kromé téchto dvou hypotéz vztahujicich se k polozenym vyzkumnym otazkam
jsme formulovali i pfirozenou hypotézu o tispésnosti feseni tloh jako takovych:

H3: Cetnost tspésné vyiesenych tloh (jakymkoli zptisobem) bude s nartistajicim
vékem Tesiteltl vzristat.

V pozadi hypotéz H2 a H3 je ocekavani, ze pokud se zak v ramci vzdélavaciho
procesu delsi dobu (z hlediska Skolni dochazky) vénuje feSeni tloh, pak dochézi
nejen k tomu, ze nebude TeSeni tloh vzdavat v takové mire, jak kdyz se s tlohami
setkava noveé, ale ze dochazi i k pfirozenému nartstu tspésnosti. Poznamenejme, ze
podstata testovych tloh je vzdy nezavisla na véku, avsak z divodu zachovani stejné
pocetni narocnosti jsme vytvorili pro jednotlivé vékové kategorie rtizné varianty
zadani u dvou testovych tloh.
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4 EXPERIMENT

Na jare 2013 byl proveden predvyzkum vzdy ve dvou tiidach kazdé vékové kategorie:
6. a 8. rocnik zékladni skoly a I. a III. ro¢nik stfedni skoly. Jednalo se vzdy o cca
45 zaku ze ttid, které byly z hlediska skolniho vykonu primeérné. Tento predvyzkum
nam umoznil z celkového poctu 16 testovanych tloh vytvorit soubor t¥i nasledujicich
uloh, které se nejlépe osvédcily z hlediska zaméru vyzkumu. Zadani se u dvou z nich
v nékterych parametrech z divodu zachovani priblizné stejné pocetni obtiznosti lisi
podle veku zkoumanych zaka. U kazdé tlohy uvaddime tu ¢i ty heuristické strategie,
které jsou kromé primého zpisobu feseni, pokud jej tedy Zaci jsou schopni pouzit,
efektivnim zptisobem jejiho feSeni.

4.1 ZADANI A RESENI TESTOVYCH ULOH
ULoHA NEZNAME GISLO

Polovina neznamého celého ¢isla zmensena o polovinu je ¢islo 32. O jaké cislo se
jedna? (verze 6. roc.)

Ttetina neznamého celého ¢isla zmensena o polovinu je ¢islo 32. O jaké cislo se
jedna? (verze 8. roc.)

Ttetina neznamého celého ¢isla zmensena o pétinu je ¢islo 32. O jaké ¢islo se jedna?

(verze SS)
Heuristické strategie reseni: CZ, POK.

AUTORSKA RESENf ULOHY (VERZE SS)

1. pfimy zptisob
Oznacme n hledané ¢islo. Pimy zptisob feSeni spoc¢iva v sestaveni pfislusné rov-

nice. 1 11
75 (5) =

Resenim této rovnice ziskame:

n = 120.

2. heuristicka strategie — CZ
Jestlize zname vysledné ¢islo a hleddme ptivodni ¢islo, musime provadét inverzni
operace k operacim v zadani, a to v obraceném potadi.

1. Odecteni pétiny daného ¢isla od sebe samého je ekvivalentni s vynasobenim
daného cisla %; inverzni operaci je vynasobeni ,vysledku“ g.
2. Inverzni operaci k nasobeni % je nasobeni 3.

Nésledujici zapis ukazuje provedeni postupu:

5
--32) -3 =120.
(%)

3. heuristicka strategie — POK
Provadéjme postupné jednotlivé odhady ¢isel s ideou najit hledané (faze pokus).
Po volbé odhadu provedeme pozadované operace a ovéfime, zda jsme ziskali vysledek

uvedeny v uloze (faze ovéteni). Pokud ne, je zapotfebi provést opravu (faze korekce)
a dané ¢islo bud nahradit vétSim ¢ mensim. Tim se vygeneruje dalsi pokus.
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Pokus ¢. 1 — volba: 90
1 90 1 (1 90) =24
3 5\3 N

Vyslo nam 24, ale pozadovano je 32. Je potieba odhadované cislo zvétsit.

Pokus ¢. 2 — volba: 150
1 1/1
—-150 — = <§~150) =40

Vyslo nam 40, ale pozadovano je 32. Je potieba odhadované ¢islo zmensit.

Pokus ¢. 3 — volba: 120

1

—-120— - (=-120) =32
3 5 (3 )

Vyslo nam 32, coz je pozadovano. Na tfeti pokus jsme nasli hledané cislo.

ULoHA SiPKA

Je dan ctverec o strané délky 8 cm. Urcete obsah vybarveného obrazce — Sipky.
(Konce sipky jsou ve stfedech stran, viz obr. 2.)

Obr. 2: Sipka

Zadani prevzato z (Mala¢ & Kurfiirst, 1981).
Heuristické strategie feseni: ZPP.
AUTORSKA RESENI ULOHY
Pro snadnou orientaci zavedeme oznaceni vrcholl jako na obrazku 3.

D C

Obr. 3: Oznadeni bodt v tiloze Sipka A G B

1. pfimy zptisob
Vypocteme obsahy trojihelnikit BCG a DCFE a c¢tverce AGFE a odeCteme je
od obsahu ¢tverce ABCD.

Séipka = SABCD - SBCG - SDCE - SAGFE
Seipka = 64 — 16 — 16 — 16
Séipka =16
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Obr. 4: Zavedeni pomocného prvku tsecky FC A G B

2. heuristické strategie — ZPP
Vyuzijeme obrazek 4. Pomocnym prvkem je tisecka F'C. Sipka se skldd4 ze dvou
shodnych trojuhelnikt FC'E a FCG, pricemz oba trojihelniky maji zakladnu i vysku
rovnou 4 cm.
Ssipka = 2 - SrcE
Séipka =2 42_4
Séipka =16

7ZAKOVSKE RESEN{ ULOHY

Na obrazku 5 uvadime jedno velmi pékné zakovské feseni tlohy, které je také zalo-
Zeno na heuristické strategii ZPP.

Je dan &tverec o strané délky 8 cm. Urcete obsah vybarveného obrazce - Sipky. (Konce

Sipky jsou ve stfedech stran.)
|

Obr. 5: Zakovské feseni tilohy pomoci heuristické strategie ZPP

ULOHA SOUCIN

Po sobé nésledujici liché ¢isla jsou 1, 3, 5, 7,9, ... Urcete dvé po sobé nasledujici
lich4 ¢isla tak, aby jejich vynasobenim vzniklo ¢islo 255. (verze 6. roc.)

Po sobé nasledujici licha ¢isla jsou 1, 3, 5, 7, 9, ... Urcete dvé po sobé nasledujici
lich4 ¢isla tak, aby jejich vynasobenim vzniklo &islo 1023. (verze 8. roé. a SS)
Zadani prevzato z (Cihlar & Zelenka, 1998).

Heuristické strategie feseni: SE, POK.

AUTORSKA RESEN{ ULOHY (VERZE SS)

1. primy zptisob
Oznacéme si a, b hledand dvé po sobé jdouci licha ¢isla. Necht n je pfirozené ¢islo
vétsi nez nula. Vyjadieme si hledana cisla nasledovné:
2n—1
b = 2n+1
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Tedy

a-b = 1023
(2n—1)2n+1) = 1023
an? -1 = 1023

n* = 256
n = 16
Situaci, kdy n = —16 nepfipoustime, protoze dle predpokladu je n prirozené dislo.
Ziskavame hledana cisla:
= 2-16—-1=31

b = 2-164+1=33

2. heuristické strategie — SE

Jeji podstatou je postupné testovani moznosti. Jak je uvedeno v kapitole 2.1,
vhodnym pomocnikem je vypocetni technika, v nasem piipadé reprezentovana po-
¢itacem a tabulkovym procesorem MS Excel. Obrazek 6 ukazuje Teseni, pricemz
hledané c¢isla jsou tucné zvyraznéna.

A B & D
1 Prvnidcislo Druhé Cislo Soucin
2 1 3 3
3 3 5 15
4 5 7 35
5 7 9 63
6 9 11 99
7 11 13 143
8 13 15 195
9 15 17 255
10 17 19 323
1hl 19 21 399 [
12 21 23 483
13 23 25 575
14 25 27 675
15 27 29 783
16 29 31 899
17 31 33 1023
18 33 35 1155
19 35 37 1295
Obr. 6: Reseni tilohy Souéin pomoci ;2 37 3 1443

tabulkového procesoru MS Excel

3. heuristicka strategie — POK

Provadéjme postupné jednotlivé odhady ¢isel s ideou najit hledanou dvojici (faze
pokus). Po volbé odhadu provedeme jejich vynésobeni a ovéfime, zda jsme ziskali
vysledek uvedeny v tloze (faze ovéteni). Pokud ne, je zapotiebi provést opravu (faze
korekce) a dané ¢isla bud nahradit vét$imi ¢i mensimi. Tim se vygeneruje dalsi
pokus.

Pokus ¢. 1 — volba: 21 a 23

21-23 =483

Vyslo nam 483, ale pozadovano je 1023. Je tedy zapotiebi obé ¢isla zvétsit.
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Pokus ¢. 2 — 41 a 43
41-43 =1763

Vyslo nam 1763, ale pozadovano je 1023. Je tedy zapotiebi obé ¢isla zmensit.
Pokus ¢. 3 - 33 a 35
33-35=1155

Vyslo nam 1155, ale pozadovano je 1023. Je tedy zapotiebi obé ¢isla zmensit.
Pokus ¢. 4 — 31 a 33
31-33 =1023

Vyslo nam 1023, coz je pozadovano. Na ¢tvrty pokus jsme nasli pozadovanou dvojici
Cisel.

4.2 POPIS TESTOVANI

Na podzim roku 2013 byl proveden samotny experiment. Toho se zticastnilo celkem
584 74kl ve ¢tyfech vékovych kategoriich: 145 74kt 6. roéniku ZS, 129 zakd 8. rod-
niku ZS, 200 zékt z I. roéniku SS a 110 zaka III. roéniku SS. Zaci navitévovali
bézné t¥idy zakladnich a st¥ednich kol Usteckého kraje a okoli Prahy. V p¥ipadé
zaki 6. a 8. ro¢niku zakladnich skol se vzdy jednalo o zaky stejné skoly. Do vyzkumu
nebyly zahrnuty specializované t¥idy (napf. t¥idy s rozsifenou vyukou matematiky
nebo jazykil). V pripadé stfednich $kol se jednalo v kazdé vékové kategorii o stiedni
skoly vSech typt: gymnéazia, odborné skoly s maturitou i obory stfednich skol bez
maturity. Skoly byly vybrany tak, aby pomér respondentti vyzkumu pfiblizné odpo-
vidal zastoupeni zakt téchto typt $kol v Ceské republice. Tabulka 3 ukazuje pocty
respondentti v jednotlivych typech stiednich skol. Jednalo se o vzorek na zakladé
dostupnosti.

Tab. 3: Poéty respondentd jednotlivych typt stiednich skol

Gymnézia Stfedni odborné skoly Celkem
s maturitou bez maturity
1. ro¢nik 64 82 54 200
3. ro¢nik 36 39 35 110

V ramci vyzkumu jsme nerozliSovali pohlavi zakii.
Ulohy byly zakiim zadany v hodiné matematiky. Kazdy zak dostal jeden list pa-
piru, na némz bylo zadani vSech t¥i tiloh. Pod néj pak Zaci pfimo na tento papir tilohu
resili. Kazdy ucitel dostal tyto pokyny: ucitel nesmi radit ani vysvétlovat zadani;
pouzivani mobilli, kalkulacek a jakychkoliv materidli (tabulky, sbirky vzorcl) je za-
kazano; zaci musi napsat postup feseni ¢i ivahy vedouci k vysledku, ne jen samotny
vysledek; zaci musi napsat slovni odpovéd ¢ dvakrat podtrhnout vysledek; udcitel
necht posoudi, zda se maji zaci podepsat ¢i nikoli. Je vSak zapotiebi dosdhnout co
nejvétsi angazovanosti zakli; zaci maji na reSeni nejvyse 40 minut.
U kazdé tulohy jsme sledovali vyskyt téchto jevii:
e piimy zpusob“ (zak k FeSeni tlohy pouzil znalost nebo nauceny algoritmus,
a tedy nepouzil zddnou heuristickou strategii);

e  pouzitd heuristicka strategie®;

e  uloha je Uspésné vyfesena“ (zék spravnym postupem vyftesil tlohu, napsal
spravnou slovni odpovéd ¢ jasné vyznadil vysledek);

e prazdno® (zék tlohu neresil a odevzdal prazdny papir).
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5 VYSLEDKY A DISKUSE

Nésledujici tabulky 4, 5 a 6 uvadé€ji u kazdé tlohy relativni cetnosti pfimého zpi-
sobu Feseni, FeSeni pomoci o¢ekavanych heuristickych strategii (viz podkapitola 4.1)
a situace, kdy Zak nezacal tlohu viibec fesit. Cisla v poslednim fadku pak vzdy
souhrnné udavaji relativni ¢etnosti vSech ostatnich reakci, které mezi tyto tii jevy
nespadaji. Sou¢ty hodnot v jednotlivych sloupcich jsou vzdy rovny 100 %.

Tab. 4: Uloha Neznamé &islo (v %)

6. roénik 8. roénik I. ro¢nik III. roc¢nik
N=145 N =129 N =200 N =110

primy zptisob 7,6 2,3 27,5 20,9
heur. strategie CZ 77,2 76,0 42,0 61,8
heur. strategie POK 0,0 0,0 0,0 0,0
prazdno 7,6 9,3 16,5 16,4
ostatni 7,6 124 14,0 0,9

Tab. 5: Uloha Sipka (v %)

6. roénik 8. roénik I.roc¢nik III. roc¢nik
N=145 N =129 N =200 N =110

primy zptsob 26,2 28,7 50,5 42,7
heur. strategie ZPP 20,7 25,6 19,5 20,9
prazdno 27,6 33,3 23,5 31,8
ostatni 25,5 12,4 6,5 4.6

Tab. 6: Uloha Soucin (v %)

6. roénik 8. roénik I. ro¢nik III. roc¢nik
N=145 N=129 N =200 N =110

primy zptsob 0,0 0,0 5,0 0,9
heur. strategie POK 51,7 57,4 67,0 69,1
heur. strategie SE 7,6 3,1 1.5 1,8
prazdno 26,9 27,9 29.0 26,4
ostatni 13,8 11,6 2,5 2,7

Zodpovézme nyni postupné vSechny ¢tyfi polozené vyzkumné otazky.

Prvni vyzkumna otéazka se pta na vyskyt uvazovanych heuristickych strategii
pii Teseni uloh zaky. Hypotéza H1 tika: Pii feSeni predlozeného souboru tloh se
objevi vSechny Ctyfi vytipované heuristické strategie. Z tabulek 4-6 je zfejmé, ze
hypotéza H1 se potvrdila.

Ve sledovanych zahrani¢nich vyzkumech se nejcastéji objevila strategie POK,
dale pak ZPP a SE. Cast&jsi pouziti téchto strategii se projevilo i v nasem vy-
zkumu, a to ve vSech vékovych kategoriich. Spontanné byla navic pouzita i strategie
CZ, kterd se v zahrani¢nich vyzkumech, které jsme porovnévali s nasimi vysledky;,
nevyskytla. Muze to byt dano tim, Ze tato strategie je Casto zarazovana do vyuky
matematiky v Ceské republice uz na 1. stupni zakladni skoly.
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Druhé vyzkumna otézka se zabyva rozlozenim c¢etnosti uziti jednotlivych strategii
v zavislosti na véku zakl. Lze konstatovat, ze u strategii POK a ZPP se vyrazné
neméni ¢etnost jejich pouziti v zavislosti na véku (viz tab. 5 a 6). O rozloZeni ¢etnosti
uziti strategie SE se nevyjadiujeme, protoze byla zdky pouZita pouze marginalné (viz
tab. 6).

Nejcastéji spontdanné volenou strategii je CZ (viz tab. 4). V prvnim a tfetim
roéniku SS je mozné ubytek Getnosti pouziti této strategie vysvétlit do jisté miry
nastupem feseni pomoci rovnic. Ty pouzila v osmém roéniku ZS 2 % zakt, zatimco
v prvinim, resp. t¥etim ro¢niku SS 27 %, resp. 21 % zakd.

Treti vyzkumna otazka se pta na uspésnost pouziti jednotlivych heuristickych
strategii. Vysledky jsou vidét v tabulce 7, ktera udava tispésnost pouziti jednotlivych
heuristickych strategii ve srovnani se situaci, kdy zaci fesili illohu pfimym zptisobem.
Procenta jsou vztazena k poctu zakt, ktefi dany zpisob feSeni pouzili. Pfipomenme,
Ze Cetnost uziti jednotlivych zplisobli feseni udavaji tabulky 4 az 6.

Tab. 7: Uspé&nost pouziti jednotlivych heuristickych strategii (v %)

Uloha Zpisob Teseni 6. rocnik 8. ro¢nik I. ro¢nik III. ro¢nik
Neznamé ¢islo Pfimy zpiisob 82 33 20 22
Heur. strategie CZ 69 90 66 54
Sipka Pi#imy zptsob 76 41 52 49
Heur. strategie ZPP 63 52 69 52
Soucin Heur. strategie POK 95 96 85 91
Heur. strategie SE 100 100 67 0

Lze konstatovat, ze tspéSnost uziti strategii ZPP a POK se vyrazné v zavis-
losti na véku neméni. Uspésnost uziti strategie CZ na stiedni $kole poklesla. Co se
strategie SE tyce, pfipometime, Ze ¢etnost jejiho uziti je marginalni (viz tab. 6).

Srovnani ispésnosti uziti heuristické strategie a pfimého zptisobu feseni je mozné
pouze u tloh Sipka a Neznamé ¢islo. Zatimco u ulohy Sipka byli Z4ci od 8. ro¢niku
vyse mirné uspésnéjsi, jestlize pouzili heuristickou strategii ZPP, u tlohy Neznamé
¢islo je tispésnost pouziti heuristické strategie CZ vyrazné vyssi nez pfi pouziti pti-
mého zptisobu (rozdil v procentudalni Gspésnosti je cca od 30 % do 60 % a hypotéza
o rovnosti pravdépodobnosti jevu, ze zak vyfesi tlohu Uspésné, se zamita na hladiné
vyznamnosti 1 %).

Zodpovézme nyni i étvrtou vyzkumnou otazku. Hypotéza H2 ¥ika: Cetnost pii-
padi, kdy zaci viibec nezacnou tlohu fesit, bude s nariistajicim vékem resitelt klesat.

Z tabulek 4 a7 6 je zfejmé, Ze hypotéza H2 se nepotvrdila. Nésledujici grafy (viz
obr. 7-9) popisujici rozloZeni ¢etnosti pfipadii ,,prazdno“ ukazuji pro kazdou tlohu
95% intervaly spolehlivosti pro kazdou vékovou kategorii.

50 %
45%
40 %
35%

30 %
25%

20 % "
Obr. 7: Neznémé &islo — 95% 15% //
i vosti 10% ——
1nte1"vzv),l spolehhvostll pro 5o, _ ——— —
pravdépodobnost vyskytu jevu 0% — . - v
,,prazdno* 6.1.78 8.1.Z8 1.1.8S 3.1.S8
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Obr. 8: Sipka — 95% interval 1205
. . v o
spolehlivosti pro pravdépodobnost 0% e . . .
vyskytu jevu ,,prazdno® 6.1.Z8 8.1.Z8 1.r.SS 3.1.SS
50 %
45%
40 %
35% -— -— —
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25%
e
20 % o— —
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Obr. 9: Souc¢in — 95% interval 12:/"
spolehlivosti pro pravdépodobnost 0%(: ' ' .
vyskytu jevu ,,prazdno® 6.1.Z8 8.1.Z8 1.r.SS 3.r.8S

V tabulce 4 je napiiklad uvedeno, ze v tloze Neznamé c¢islo v 6. ro¢niku viibec
nezacalo tlohu fesit 7,6 % zakl z vybérového souboru 145 zéki. Z tohoto tidaje byl
vypocten 95% interval spolehlivosti pro pravdépodobnost toho, Ze ndhodné zvoleny
zék z celé populace zdka 6. ro¢niku (ze zékladniho souboru) tuto tlohu nezacne
fesit. Dolni mez tohoto intervalu spolehlivosti je 3,3 %, horni mez je 11,9 %. To lze
interpretovat (s vysokou spolehlivosti 95 %) tak, ze z celé populace zaki 6. ro¢niku
je téch zaku, ktefi tuto tlohu nezac¢nou fesit, priblizné 3 % az 12 %. Tyto dvé
hodnoty jsou v grafu na obrazku 7 zndzornény dvéma levymi krajnimi body spodni
linie (dolni meze intervalti spolehlivosti pro jednotlivé ro¢niky) a horni linie (horni
meze intervald spolehlivosti pro jednotlivé ro¢niky). Podobné z hodnoty 16,4 % pro
III. ro¢nik je vypocten interval spolehlivosti 9,5 % az 23,3 %, tyto dva body pak
jsou na obrazku 7 znazornény jako pravé krajni body obou linii.

Relativni cetnost pripadt ,prazdno“ neklesa s vékem resitelii. Relativni cetnost
pripadt ,,prazdno“ u tlohy Neznamé ¢islo ma v zavislosti na véku spise rostouci
charakter. Odpovéd na tento fakt prozatim neméme. Vysvétlenim by mohlo byt,
7e zaci se s podobnymi tulohami setkavaji u rovnic, kde slouzi jako procvicovaci
ulohy, proto nejsou jiné fesSitelské strategie u téchto tloh podporovany uciteli ani
ucebnicemi. K pfesnéjsimu vymezeni divodd by mohly pfispét rozhovory s zaky,
které vSak do experimentu nebyly zarazeny. U zbyvajicich dvou tloh je relativni
Getnost pripadd ,prazdno“ vzhledem k véku zhruba konstantni — u tlohy Sipka
kolisé kolem 30 %, u tlohy Soucin kolisd mezi 20 % a 35 %.

Na zavér jesté vyhodnotme hypotézu H3. Ta iika: Cetnost spésné vytesenych
uloh (jakymkoli zptisobem) bude s naristajicim vékem FeSiteld vzristat.

Tabulka 8 ukazuje relativni Gspésnosti feSeni tloh v zévislosti na véku u jednot-
livych tloh, procenta jsou vzdy vztazena k celkovému poctu zaki.

Tab. 8: Relativni tspésnost feseni tloh v zavislosti na véku (v %)

Uloha 6. roénik 8. ro¢nik I. ro¢nik III. ro¢nik
n=145 n=129 n=200 n =110
Neznamé cislo 59,3 69,0 33,0 38,2
Sipka 33,1 24,8 39,5 31,8
Soucin 56,6 58,1 58,0 62,7

Scientia in educatione 34 8(2), 2017, p. 21-38



100 %

90 %

80 %
/.\

70 %

60 % . —8, \

0% /\ \

40 % \\f/.

30 % AN

Obr. 10: Neznédmé ¢islo — 95% 200, So—

interval spolehlivosti pro 10 %
pravdépodobnost tspésnosti pri 0%

feseni uloh

6.1. 78 8.1.78 1.r.SS 3.r.S8

100 %
90 %
80 %
70 %
60 %
50 %
40 % 7%
30 % e

20 % —_— — @

10 %

Obr. 11: Sipka — 95% interval
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Je zfejmé, ze hypotéza H3 se nepotvrdila. Nasledujici grafy (viz obr. 10-12)
ukazuji pro kazdou tlohu 95% intervaly spolehlivosti pro kazdou vékovou kategorii.

Relativni cetnost spravnych odpovédi nevzrista s veékem ftesitelti. Relativni cet-
nost spravnych odpovédi u dvou poslednich tdloh je vzhledem k véku zhruba kon-
stantni — u tlohy Sipka kolisé kolem 32 % s odchylkou 7 %, u tilohy Souéin kolisé
kolem 60 % s odchylkou 3 %.

Zvlastni pribéh ma zavislost relativni cetnosti spravnych odpovédi na véku
u prvni tlohy Neznamé ¢islo. Zde je tspésnost feseni u zakt ZS mmnohem vyssi
(cca 65 %) nez u zaka stfedni skoly (cca 35 %), coz v tomto piipadé nejen vyvraci
platnost hypotézy H3, ale s vysokou spolehlivosti lze tvrdit, ze u této tlohy doslo
k vyznamnému poklesu tspésnosti. Rozbor vysledkt ukazuje, Ze tento pokles byl
zplusoben pokusem zaki Tesit tuto tlohu pomoci rovnic, pfi némz ale nebyli prilis
aspésni.

VSeobecné je pfijimano, ze kromé vstfebavani celé rady poznatki a algoritmic-
kyjrch dovednosti pti vyucovani matematice je tfeba velkou pozornost vénovat jejich
tvofivému vyuzivani jak v matematice, tak i mimo ni. Vyuzivat matematiku zna-
mena umét urcit, kdy, kde a jak pouzit poznatky, které ma zak pii feseni tloh
k dispozici (Novotna, 2004). Jednim ze zpusobt, jak Fesit tlohy, je vyuzit heu-
ristickych strategii. V této souvislosti ucitel celi dilezité otazce, zda jsou nékteré
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heuristické strategie zaky voleny spontdnné. Novotna et al. (2006) uvadéji, ze pri
pripraveé vyukovych situaci je pro ucitele diilezité rozmyslet si, jaké védomosti a po-
znatky jsou pro uziti dané heuristické strategie nezbytné a které z nich budou zaci
schopni spontanné aplikovat.

Vyzkumy vénované spontannimu pouziti strategii pti feseni tloh uvedené v 2.2
jsou zameéreny vzdy na zaky ve veku 9-12 let. Pfitom se kazdy omezuje pouze na po-
meérné tuzkou vekovou kategorii obvykle dvou, nejvyse tii let. Vysledky prezentované
v tomto clanku se tykaji zakt od 12 do 19 let a umoznuji tak porovnani podle
veéku zaki. Experiment ukéazal, ze vek zaki neovliviiuje vyznamné spontanni pouziti
heuristickych strategii zaky. Vyznamnou roli zde hraji znalosti z matematiky, které
maji zaci k dispozici, a jejich vhodnost pro vyuziti pro fesenou tlohu. Napt. nastup
feSeni pomoci rovnic (pfipadné jejich soustav) na stfedni Skole vedl ke sniZeni po¢tu
zaku, ktefi vyuzili nékterou heuristickou strategii u tlohy Soucin.

Urcitym omezenim naseho vyzkumu je mnozina predkladanych strategii. Pti pfi-
padné dalsi studii by stalo za tivahu predlozit zakim tulohy, které se daji efektivné
fesit i nékterymi dalsimi heuristickymi strategiemi a sledovat jejich pfipadné spon-
tanni vyuziti zaky. V tvahu pripadaji napt. strategie Analogie, Rozklad na jedno-
dussi pripady ¢i Konkretizace a zobecnéni. Dalsim smérem navazujiciho vyzkumu by
mohlo byt téz studium spontanniho vyskytu heuristickych strategii pii feseni tloh
zéky mladsiho skolniho véku.

6 ZAVER

Provedeny experiment ukazal, Ze existuji heuristické strategie, které se mohou pfi
feseni vybraného typu tloh u zakt objevit spontanné, a to nezavisle na jejich véku.
Nami ¢tyfi vytipované heuristické strategie POK, SE, ZPP a CZ byly zaky opravdu
pri Teseni predlozenych tuloh voleny, aniz by zaci byli predtim ve vyuce s témito
strategiemi a s jejich pouzitim seznameni. Nejcastéji volenou strategii v nasem ex-
perimentu byla CZ. Dale lze konstatovat, ze u strategii POK a ZPP se vyrazné
nemeéni cCetnost jejich pouziti v zavislosti na véku. Strategie SE byla zaky k fesSeni
vyuzita pouze marginalné.

7 hlediska tspésnosti pouziti jednotlivych strategii 1ze konstatovat, ze ta se
u strategii POK a ZPP v zéavislosti na véku vice méné neméni.

Jak popisujeme v (Novotnd, Eisenmann & Pfibyl, 2015), Zaci jsou schopni naucit
se Tesit tlohy pomoci vybranych heuristickych strategii. Minimalné u strategii POK,
ZPP a CZ miize byt tento fakt zpisoben tim, ze pouziti téchto strategii k feseni tlloh
neni zaktim cizi, coZ nas experiment prokazal. Reseni standardnich tloh pomoci vyse
uvedenych strategii by tak mohlo zlepsit schopnost zakii fesit tlohy a tim zlepsit
i jejich postoj k Teseni tloh a vyuce matematiky obecné.
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