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Zdroje epistemologickych prekazek
v porozumeéni nekonecnu

Magdalena Kratka

Abstrakt

Clanek analyzuje tii oblasti jevil, se kterymi se setkdvame ve snaze identifikovat episte-
mologické prekazky v porozuméni nekonecnu: Pojeti existence a s tim souvisejici princip
tvirce, Obzor a jeho polohy a Znalosti o koneénu. Kazdou z téchto oblasti podrobné
popisuji a ilustruji jednotlivé jevy vynatky z experimentalnich rozhovort. Na zavér je uve-
dena diskuse o téchto tfech oblastech a disledky z toho plynouci pro hledani konkrétnich
epistemologickych prekazek.
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Sources of Epistemological Obstacles in
Understanding Infinity

Abstract

The article analyzes three areas of phenomena with which we meet in our effort to identify
epistemological obstacles in understanding infinity — Conception of the Objects Existence
and related creator’s principle, The Horizon and its Positions, and Knowledge of Finity.
Each of the areas is described in detail. Further particular phenomena are illustrated
by extracts of experimental interviews. Finally the discussion on these three areas and
subsequences in finding specific epistemological obstacles follows.

Key words: infinity, epistemological obstacle, horizon, the creator’s principle.
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1 Uvobp

Nekone¢no, at to matematické, filozofické nebo teologické, fascinovalo a fascinuje
lidstvo od pocatkt utvareni védeckého mysleni dodnes. Mnozi matematici se nechali
omamit slastnym pocitem toho, kdo rozresil zahadu, pfi filozofovani nad problémy
zalozenymi na nekonecnu. Stejny pocit mohou zazit dnesni studenti, kdyz znovu
objevuji prekvapivé vlastnosti nekonec¢ného.

Rozvijeni poznatkii o nekonec¢nu tvofi v historii matematiky ve vSech kultu-
rach zasadni mezniky dilezité pro jeji dalsi vyvoj. V poslednich vice nez tiiceti le-
tech byla otazka uceni a vyuky témat souvisejicich s nekonec¢nem, popripadé otazka
porozuméni nekone¢nu samotnému, v centru zajmu mnoha vyzkumnikt didaktiky
matematiky.! Panuje veobecna shoda, Ze nekone¢no je kli¢ovym pojmem poznéva-
ciho procesu a ze zasluhuje hlubsi analyzu v ramci kognitivni psychologie (Fischbein
et al., 1979).

Ve vyzkumném tymu pracujicim na katedfe matematiky P¥F UJEP v Usti nad
Labem jsme se proto pred nékolika lety rozhodli zamérit vyzkum na srovnani onto-
genetického a fylogenetického vyvoje porozumeéni nekonecnu. Za vychozi paradigma
jsme zvolili teorii epistemologickych prekazek, ktera nabizi G¢inny aparat pro vyu-
ziti poznatkii o historickém vyvoji pojmu nekonecna pfi studiu vyvoje porozuméni
tomuto jevu jedincem.

Vzhledem k tomu, Ze nekone¢no méa mnoho riznych projevii, bylo tieba tuto
atributy. Soustredili jsme se na nasledujicich Sest atribut: mohutnost mnoziny, ome-
zenost mnoziny, mira mnoziny, usporadani, nekonecny proces a konvergence. AvSak
pri hledani prekazek souvisejicich s témito nejriznéjsimi atributy jsme narazeli na
stale stejné jmenovatele. Ty jsme nakonec oznacili za hlavni zdroje epistemologic-
kych ptrekazek porozuméni pojmu nekoneéno (a nejen jemu).

V nésledujicich ¢astech nejprve struéné vymezim pojem ,epistemologicka pie-
kazka“. Poté ve tfech paragrafech podrobnéji rozeberu zdroje epistemologickych
prekdzek — pojeti existence a s tim souvisejici princip tviirce, obzor a jeho polohy
zabyvajici se pfirozenym a klasickym nekone¢nem a znalosti o kone¢nu, které vystu-
puji jako prekazka v nejriznéjsich kontextech souvisejicich se vSemi zminovanymi
atributy.

2 EPISTEMOLOGICKE PREKAZKY

Zakladnim teoretickym vychodiskem je teorie epistemologickych prekazek, kterou
formuloval G. Brousseau a ktera byla postupné rozpracovana az do teorie didaktic-
kych situaci (Brousseau, 1997; Brousseau, Sarrazy, 2002). Teorie epistemologickych
prekazek navazuje na Piagetovu teorii vyvojovych stadii. Zde se ale navic predpo-
klada, ze konstrukce poznani neni urcena jen pozitivnimi stadii, jak to formulovali
Piaget a Garcia, ale také prostfednictvim ,negativnich® stadii, zahrnujicich rzna
pravidla, pfesvédceni a zptisoby uvazovani, jez vytvareji prekazky pro zmény vedouci
k dalsim stadiim (Sierpinska, 1994).

Prekazku chiapeme jako soubor znalosti ukotvenych ve znalostni strukture je-
dince, které lze v urcitych situacich tispésné pouzivat, ale v novém kontextu selhavaji
a davaji spatné vysledky.

'Pro uceleny piehled je mozné nahlédnout do dvojéisla 2-3 48. roéniku éasopisu Educational
Studies in Mathematics, které bylo celé vénovano nekonec¢nu.
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Piekazka se projevuje jako chyba, ktera odolava sportim, s nimiz je konfronto-
vana, a tak zabranuje vytvoreni ,lepsi“ znalosti. Objevuje se stejnym zptisobem,
kdykoli se jedinec dostane do obdobné situace?. Casto ji pozorujeme u vyznamné
¢asti populace®, nebo se opakuje v historii néjakého pojmu & pojeti. Piekazka ma
tendenci se lokalné prizptisobit s tim, Ze ona sama je ménéna, jak nejméné je to
mozné. Dtvodem je skuteCnost, Ze prekazka je znalost vztahujici se k néjakému
pojmu, tj. k matematickému pojmu. Ten vzdy souvisi s celou skupinou vyznami
a s mnoha néastroji, tvrzenimi a algoritmy, které jedinec pfi praci s timto pojmem
muze pouzivat. Prekazka je pfekonavana, az kdyz je nova znalost upevnéna ve zna-
lostni struktufe jedince, coz je dlouhodoby proces, nebot prekdzka souvisi s ce-
lou mnozinou situaci, kdy tato znalost (tj. pfekazka) dava smysl (Brousseau, 1997;
Radford, 1997; Spagnolo, Cizméar, 2003). V pojeti didaktické rekonstrukee jde o pie-
budovéani celého modelu, kdy je novy model konstruovan na zakladech stavajiciho
a jedinec ,opravuje“ to, co je nezbytné pro fungovani modelu v nové situaci. Proto
neni mozné jednoduse prebrat obsahy jednotlivych matematickych disciplin jako ta-
kovych (byt po pfislusném zjednoduseni a modelovani), ale je nutné jejich znovuvy-
tvoreni na zékladé individualnich zkusenosti (Kapadia, Borovcenik, 1991; Jelemenska
et al., 2003).

Prekazky epistemologického puvodu se vztahuji k samotnému procesu na-
byvani znalosti. Jsou to prekazky, kterych se nemtizeme a ani bychom se neméli
vyvarovat, nebot maji fundamentalni formativni funkci pro danou znalost. Pravé ty
muzeme nalézt v historii samotného pojmu (Brousseau, 1997).

Brousseativ pristup je zalozen na predpokladu, Ze znalost mtize existovat a davat
smysl pouze tehdy, pokud predstavuje optimalni feseni v daném systému danych
skutecnosti. Historické studie tak mohou byt inspirujici pravé pro zjisténi, které
nutnosti musely byt zménény pro vznik ¢i vyvoj nové matematické znalosti. V tomto
pojeti neni tak znalost stavem mysli, je to vlastné feseni néjakého problému, které
je nezavislé na feSiteli*. Z tohoto pohledu jsou epistemologické prekazky zdrojem
opakujicich se nendhodnych chyb, jichz se jedinec dopousti pii feseni odpovidajicich
problémii. Epistemologické prekazka je néco, co zcela nalezi pojmotvornému procesu
(Radford, 1997; Radford et al., 2000).

3 METODOLOGIE

V nasledujicich paragrafech jsou pro ilustraci popisovanych jevil uzity rozhovory,
které vznikaly v rdmci dlouhodobého vyzkumu o vyvoji predstav o nekonec¢nu, po-
pifpadé v rdmci diserta¢ni prace (Kratka, 2009). Rizené experimentalni rozhovory
byly realizovany s respondenty ve vsech vékovyjch kategoriich od 9 do 19 let a do-
plnény byly rozhovory s vysokoskolskymi studenty — budoucimi uciteli matematiky.
Vzdy byly zaznamenavané videokamerou. Zaznamy byly po prepisu do protokoli
podrobné analyzovany. Pozornost byla zaméfena zejména na formulaci prekazek
v porozuméni nekoneénu a na proces jejich prekonavani. Pii sestavovani pribliz-
nych scénait experimentalnich rozhovort jsme pouzivali metodu konstruované re-
akce zaki. V analyzach rozhovori jsme sledovali navozeni kognitivniho konfliktu
a pokusy o jeho odstranéni. (Vice o této metodé v ¢lanku Cihlaf et al., 2009).)

27de mizeme postihnout rozdil mezi piekazkou a obtizi. Obtiz neni zpifisobena jinou znalosti,
ale neznalosti nebo chybéjici dovednosti apod. Je-li jednou pfekondna, uz se neopakuje. (Zde po-
chopitelné neni fe¢ o zapominéni.)

3U¢itelé popisuji tento jev jako ,déti obvykle délaji tuto chybu“.

4Je nutné zdlraznit, Ze zde je fe¢ o znalostech ve smyslu ideji, napf. matematickych pojmd,
nikoli o znalostech jedince, které jsou chapany jako na ném zavislé.
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4 HLAVNI ZDROJE EPISTEMOLOGICKYCH PREKAZEK

Na zékladé dlouhodobého vyzkumu a pfedchazejicich studii (Kratka, 2009; CihlaF
et al., 2009) jsme vymezili dva hlavni zdroje epistemologickych prekazek — Pojeti
existence a Obzor a jeho polohy. K nim lze tcelné priradit dalsi oblast, kde shle-
davame ptivod mnoha prekazek souvisejicich s utvarenim predstav o nekonecnu —
Zmalosti o konecnu. Tyto tii oblasti nejsou disjunktni, naopak jsou rozmanité pro-
pojené a jednu od druhé nelze oddélit. Kritériem rozdéleni na tyto tii oblasti je tedy
hlavné thel pohledu a zaméfeni pozornosti na urcité jevy provazejici proces utva-
feni porozumeéni nekonecnu; a to takové, které nachazime jak u jednotlivych zaki
a studenti, tak v historii samotného pojmu.

4.1 POJETI EXISTENCE — PRINCIP TVURCE

Pro zdarny pribéh ucebniho procesu mé klicovou roli zjisténi toho, jak ten ¢i onen
zék chéape existenci objektl zkoumanych védou. Jinymi slovy, jakou modalitu byti
témto jevim zak pfisuzuje. Pritom piipadné poopraveni téchto zakovych néazoriu
patii mezi vyznamné cile celého ucebniho procesu.

Evropska véda voli podle vzoru antické geometrie za hlavni néstroj zkoumani
realného svéta idealni, ostry a strnuly svét, podlozeny pod svétem realnym. Tento
idedlni svét se pak postupné stava vlastnim predmétem jejiho zkouméani, kdezto
svet realny je mistem, na néz véda prenasi poznatky ziskané ve svété idealnim. Byti
néjakého objektu realného svéta ma jinou modalitu nez byti idealniho objektu pod
néj podlozeného. Objektivni existence idealnich abstraktnich objektt je tedy vazana
na byti objektl redlnych. Byti idealnich objektt byva vykladano dvojim zptisobem.
P1i platénském pojeti je trvalé (necasové), objekty existuji nezavisle na tom, zda je
nekdo nazira. Pii eukleidovsko-aristotelovském pojeti jsou tyto objekty vykladany
jako abstrakce z objekti redlnych. Platonské pojeti v matematice zacalo prevladat
az zacatkem dvacatého stoleti, po nastupu teorie mnozin.

Riiznost modalit byti redlnych ¢i idedlnich objekti je tfeba brat v iivahu pii uceb-
nim procesu. Déti na pocatku ucebniho procesu pristupuji k jeviim naprosto sub-
jektivné. Prisuzuji existenci tém objektim, které mohou evidovat télesnymi smysly,
a to bezprostiedné. Naptiklad zeptame-li se ditéte, zda néjaka dana tsecka AB ma
stfed, odpovi, Ze ne, dokud neni tento stied sestrojen. Tedy ted tisecka stfed nema4,
ale za chvili by ho mohla mit. Aby ho méla, bud musi byt jiz sestrojen anebo ho
musi (fyzicky) dité sestrojit. Tuto potfebu vykonani nazyvame principem tvurce.
Popsana situace nas vSak upozornuje jesté na jeden fakt, totiz ze dité rozumi bodu
jako oné carce na obrazu usecky, popripadé pfimce ¢i tisecce jako jejimu obrazku.
Mluvime tak obecné o zaméné objektu s jeho modelem.

V dalsim stadiu jedinec na stejnou otazku uz odpovida, ze usecka stfed ma, ale
dalsi body nevidi, popripadé jich vidi jen néjaky maly pocet, zopakuje-li v mysleni
konstrukci stfedu. Jde stale o princip tvirce, i kdyz v jeho zeslabené podobé. Jedinec
totiz stale potfebuje védét, jak se dany objekt vytvori. AvSsak uz nemusi byt onim
tvircem, dokonce ani nemusi byt objekt fyzicky sestrojen. Staci, kdyz je mu znam
postup konstrukce. Pro takového jedince nemtize byt na tisec¢ce nekonecné mnoho
bodii, nebot neexistuje postup, jakym by byly sestrojeny. (Navic zde bude hrat
roli 1 zmifiovand zadména objektu s modelem.) Odpovéd takového ditéte lze pak
charakterizovat vyjadienim Na usecce bude tolik bodu, kolik se jich tam vejde, asi
tak 30. V jeho predstavé totiz probihé proces konstrukce téchto bodt. Tento zpiisob
uvazovani lze ptirovnat k uvazovani Eukleidovu. Ten samoziejmé nepovazuje tisecku
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za mnozinu bodi. Body jsou pro néj bud ty, které jsou vyznamné (krajni body
tsecky, vrcholy ¢tverce), nebo ty, které konstruuje.

Podobné se princip tviirce miize objevit, kdyz dité odpovida na otazku, zda je
néjaka (relativné pocetna) mnozina konecéna ¢i nekonecénd. Jeho argumentace totiz
stoji vétsinou na predstaveé, Ze by on sam mél fyzicky spocitat prvky dané mnoziny.
Neni mozné obecné fici, v jakém véku se dité nachazi v této fazi a kdy prechazi do
dalsiho stadia, které muzeme popsat schopnosti jedince operovat s principielni moz-
nosti spocitat prvky dané mnoziny. V experimentech jsem se setkala s devitiletymi
détmi, které byly schopny v tomto kontextu uvazovat na abstraktni Grovni (tj. abs-
trahovat od nutnosti realné proveditelného pocitani prvki), a naopak s gymnazisty,
ktefi jsou stale principem tviirce ovlivnéni.

V pripadé geometrického kontextu se princip tviirce projevuje nasledujicimi moz-
nymi zpusoby:

e Dité poklada za existujici jen ten objekt (bod, tisecku apod.), ktery je bud jiz
zkonstruovan, nebo ho musi samo zkonstruovat.

e Dité poklada za existujici takovy objekt, jehoz konstrukce je mu znama (napft.
vi, jak zkonstruovat stfed tsecky apod.). Akceptuje takové objekty, jez je on
nebo jiny ¢lovék schopen zkonstruovat (na tseéce je mozné zkonstruovat vzdy
jen koneéné mnoho bodi).

e Dité pripousti, ze objekty mohou byt principielné sestrojeny (muze jich byt
tedy i potencialné nekone¢né mnoho).

I zde, v geometrickém kontextu, se princip tviirce projevuje vSemi zminovanymi
zpusoby v rtiznych vékovych kategoriich. Napi. ve svém vyzkumu Jirotkova a Littler
(2003) uvadéji pouziti prvniho zminovaného zptisobu v tivahéch studentt ucitelstvi,
tj. vysokoskolaki. Pfedchozi Gvahy lze ilustrovat tryvky z experimentalnich rozho-
vort s jednotlivymi zaky.

Jakub (11 let) fesi tlohu Kolik nejvic bodu lze sestrojit na usecce AB a kolik
na usecce C'D?, doprovozenou obrazkem s useckou AB dvakrat delsi nez je tisecka
CD. V nékolika odpovédich z néasledujiciho rozhovoru se u néj objevuje prima fixace
na tento obrazek spojena s principem tvirce, tj. objekty existuji az tehdy, jsou-li
vytvoteny (zkonstruovany). Zcela se soustiedi jen na skutecnost, Ze by mél body
narysovat, opomiji otazku po nejvétsim poctu bodd. Jakub na usecce AB vyznacil
tuzkou svislymi ¢arkami 8 bodt, na tisecce C'D 4 body a tika:

Jakub8: Na ty vetsi AB jich bude 8, po centimetru. A tady na ty mensi 4, taky po
centimetru.

Experimentator9:> Dobre. A sly by tam narysovat jesté néjaké dalsi body kromé téch,
cos tam narysoval?

J10: Jo. Treba tady. (kresli dalsi body na tsecce CD) Takhle mezi tim.

E11: Hm. A kolik by jich $lo nargsovat nejvic?

J12: Tak je nakreslim po milimetru.

E13: To by bylo nejvic? Kolik by jich teda asi tak bylo?

J14: (kresli a premysli) 7 centimetry (4), po jednom milimetru (5), tak tricet.
E15: Tricet. To je nejvic, co by $lo? Pak uz by to neslo?

J16: Ne.

Marek (13 let) fesi tlohu Kolik bodu lezi na tusecce deset centimetri dlouhé?
V prvni reakci Marek poklada za existujici body jen ty, které jsou vyznaceny. Po

5V dalsich zdznamech rozhovorti je vzdy experimentétor oznaden pismenem E, respondent ini-
cidlou kfestniho jména. V reakcich jsou oznaceny ¢islem v zavorce pauzy v feci v sekundéch.

Scientia in educatione 91 1(1), 2010, p. 87-100



upozornéni experimentatora si Marek uvédomi existenci stfedu tusecky, a je schopen
svou uvahu zobecnit. Uskuteciiovatelem jiz nemusi byt on sam, ale nékdo abstraktni,
body mohou byt sestrojeny pouze principidlné. Rychle pak pripousti existenci ne-
kone¢né mnoha bodi.

E57: Kolik bodu lezi na usecce deset centimetri dlouhé?

M58: No dva, zacinajici bod a koncici bod.

E59: To jsou teda jeding dva body, ktery lezi na ty usecce?

M60: Hm, jo.

E61: A treba stred, muzes namalovat stred ty usecky?

M62: Hm, tam mizu mit vlastné bod X (kresli tisecku asi 7 cm dlouhou, vyznacuje
na ni svislou ¢arkou krajni body a stfed, ktery oznacuje jako X). TakZe vlastné tam
bude nekonecné mnoho téch bodu, na ty usecce.

E63: A to bys zvlddnul, nakreslit na ty usecce nekonecné mnoho bodi, jo?

M64: No to ne, to bych ani nemohl, ale slo by to, prosté porad dal a ddl u tech usecek
kreslit ty jejich stredy.

Schopnost pracovat pouze s principielni moznosti zkonstruovani bodti, a v di-
sledku tedy s potencidlné nekonecnou mnozinou (analogicky s pouze principielni
moznosti spocitani prvki néjaké mnoziny), souvisi také s tim, jak posouvime nas
obzor. O tom pojednava nésledujici paragraf.

4.2 OBZOR A JEHO POLOHY

Matematika jako védni obor pracuje jiz od starovéku pouze s nekonecnem kla-
sickym, tj. jasné vymezenym a nezavislym na jedinci. Oproti tomu prirozené ne-
konecno je jev subjektivni. Jedinci se mtize néjaka mnozina nebo objekt jevit ne-
koneénym (tedy pfirozené nekoneénym), jestlize se tahne az k jeho obzoru. Obzor
je také pojem subjektivni — je to hranice naseho pohledu, at uz smyslového nebo
,prodlouzeného znalostmi“, a zaroven to je mez oddélujici ,,viditelnou c¢ast svéta od
neviditelné“. Prekroc¢ime-li néjaky obzor, znamena to, ze rozsifime viditelnou cast,
a to, co se predtim jevilo jako nekone¢né, se uz nekoneénym nejevi (Vopénka, 2008).

Uvédomime-li si pfitomnost obzort a moznost jejich prekracovani — nalezneme-li
onen spolecny princip prekonavani nasich obzori — objevime klasické nekonecno.
Tak k nému pristupoval Eukleides, kdyz pozadoval, aby jakakoli tisecka byla pro-
dlouzitelna tak, jak potfebujeme, nebo kdyz formuloval tvrzeni o mnozstvi prvocisel
slovy Prvocisel je vice nezZ jakékoli dané mnoZstvi. Vyslovil tak pozadavek, ze jaky-
koli obzor mize byt prekrocen (Eukleides, 2007). Je ziejmé, Ze se v tomto piipadé
jedna o nekonecno potencialni — nefika se totiz, ze jsou jiz vSechny obzory prolomeny.
Takovy pristup se objevuje az v teologickych tvahach stfedovéku a do matematiky
definitivné pronika aktualni (klasické) nekonecéno az s teorii mnozin diky Bolzanovi,
Cantorovi a jejich pokracovateliim, ktefi si jiz sméle mohli pfisvojovat schopnosti
krestanského Boha, coz Bolzano i Cantor vefejné priznali.

Oproti tomu se v pripadé prirozeného nekonec¢na setkdvame spise s jeho podobou
aktualni, protoze mnoziny, které se tAhnou az za nase obzory, jiz existuji. S potenci-
alnim prirozenym nekonecnem se muizeme setkat napi. v situaci néjaké posloupnosti
objektl, které v urcité nejasné oblasti méni svou podstatu, jako napf. posloupnost
opicaki vyvijejicich se az k ¢lovéku (Vopénka, 2008).

Poznamenejme jesté, Ze s obzorem se setkavame ve dvou podobéach. Jednak pri
pohledu do dalky, kdy se ndm velmi pocetnd mnozina mize jevit jako nekonecna,
a dale pii pohledu do hloubky, kdy se nam muze zdat néjaka mnozina nekonecna
proto, Ze jeji prvky jsou neuchopitelné, nerozlisitelné.
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Napt. Michal (15 let) u vétsiny polozek dotazniku tykajicich se mohutnosti
redlnych mnozin reagoval slovy: Nedaji se spocitat, téch je nekonecné. Stejné argu-
mentoval i tam, kde by ono spocitani realné proveditelné bylo (napf. zrnicka pisku
na polévkové lzici). Tato debata vznikla dotazem, je-li na celé zemi, poté v CR, poté
v jednom mravenisti nekoneéné mnoho mravenct. Stejné to bylo u ryb v oceanech
¢i napf. u mnoziny vSech atomi ve Spendlikové hlavicce. Pti dotazu na pocet vsech
lidi na svété vSak Michal fik4: Téch je konecné mnoho, vidyt to se provddi, to je
to scitant domi, bytu a lidi. Michal sviij obzor prekrocil tim, ze jiz slySel o s¢itani
vSech lidi na svété. Proto je pro néj tato mnozina konec¢na. Oproti tomu se mnozina
vSech ryb nebo mravencii i nadéale tdhne za jeho obzor, proto je pro néj nekonecna.
Je pravdépodobné, ze dalsimi zkuSenostmi Michal piekroci i tento obzor a mnozina
vSech ryb ¢i mravenci se pro néj stane konec¢nou, stejné jako mnozina vsech lidi.

Avsak u mnoziny vSech atomi bude muset prekrocit jesté dalsi obzor, a to ob-
zor nepredstavitelné malého. Proto je mozné, Ze i po pfekonani obzort souvisejicich
s obrovskymi mnozinami bude Michal mnozinu vSech atomil povazovat za nekonec-
nou. V tomto kontextu navic hraje podstatnou roli interference se znalostmi, které
zaci postupné o atomech ziskavaji. Dozvidaji se totiz o jejich nesmirné titérnosti,
coz mize mit negativni dtsledky pravé pro prijeti faktu jejich konecnosti. Napii-
klad studentka 3. roéniku gymnézia odpovida: [Atomai] téch je nekoneéné mnoho,
protoZe jsou uplné malinky. V Setfeni (Cihlar et al., v tisku) uvedlo pfiblizné 50 %
maturanti, ze molekul na Zemi je nekone¢né mnoho!

P1i porovnavani poctu vSech atomt na Zemi a poctu vSech tusecek, jejichz stie-
dem je dany bod A, Michal fika: Atomu je vic neZ téch usecek, atomi je jen tady
treba v tyhle tuZce nékolik miliard, to se ani nedd spocitat, téch je nekonecné. Ale
téch usecek, tady na obrazku, to se dd spocitat, taky jich je hodné, podle toho, kolik
jich nakreslime, mizZeme jich nakreslit nekonecné mnoho, ale zase téch atomi je na
vic mistech nekonecné mnoho, to se spocitat nedd. Atomy nevidi, jsou malinkaté,
neuchopitelné, jsou viude, svét se z nich sklada. Usecky aspon mtize kreslit, manipu-
lovat s nimi. Mnozinu atomti chape jako aktualné pfirozené nekonec¢nou, ta mnozina
existuje, netvorime ji, zatimco téch usecek je pouze potencialné nekonec¢né mnoho
(muZe je kreslit stéle, pofadd, bez omezeni). Intuitivné vnima aktudlné prirozené
nekonec¢nou mnozinu pocetnéjsi nez mnozinu potencidlné nekonecnou.

Michal pracuje s prirozenym nekoneénem. Pocet nékterych objektt je tak ob-
rovsky, ze presahuje jeho obzor. Atomy jsou nedosazitelné do hloubky, primky do
dalky, lidi jsou pred obzorem, pocet mravenct je za jeho obzorem. Ucenim se dalsich
poznatkii o atomech nebo o mravencich se posune jeho obzor. V geometrickém svété
je Michal na obzor a jeho pfekracovani zvykly, protoze se ucil o nekonecné délce
primky nebo o nekonecném poc¢tu bodlt na ni, a tyto obory chape jako klasicky
potencialné nekonecné; ale v redlném svété je obzorem omezen daleko vice. Rozliso-
vani mezi redlnym a geometrickym svétem je v historii matematiky pritomné az do
doby Newtona, ktery geometricky eukleidovsky prostor ztotoznil s nasim realnym
prostorem. Do té doby to byly dva rtizné svéty. Eukleides se nesnazil o zdokonaleni
poznani rozvijenim poznatkd napinac¢t provazi. Svédéi o tom jeho odklon od prak-
tickych problémt. On si klade otazku, jaky je soucet vnitfnich whld trojthelniku.
Tato otazka je pro napinace provazi bezpredmétna. Naproti tomu rozpiilit tsecku je
pro provazonapinace hrackou, avsak Eukleidés hleda daleko naroc¢né;jsi feseni v ramci
svych axiomu (Vopénka, 2000). Tedy rozliSeni mezi redlnym a geometrickym svétem
je po dlouhou dobu vyvoje matematiky jeho prirozenou soucésti.

Michal rozlisuje mezi redlnym a geometrickym svétem, kdyz odmita porovnavat
mnozinu vSech mravenci na svété a mnozinu vSech os soumérnosti kruhu a rika, ze
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jde o redlné zaméreni a geometrické zaméreni. Marx (2006) pouziva v této souvislosti
ve své studii o predstavach zakt o nekone¢nych procesech terminy ., Auflenwelt®
a ,Mathematikwelt®.

Jakub (11 let) rozumi nekoneéné mnoziné jako velmi velké mnoziné, kterd pre-
sahuje az za obzor jeho pohledu. S nekone¢nem zachazi jako s velmi velkym ¢islem,
které se pripadné muze jesté zvétsit. Na otazku experimentatora, zda je na Zemi
konec¢né nebo nekonecné mnoho zrnek pisku, Jakub odpovida, zZe je jich nekonec¢né
mnoho, prestoze po chvili ika, ze se daji spocitat: No, kdybych mél dovolenou na
hodné dlouho, tak je moznd spocitam. Téch budou triliony, moznd i vic.

Pro Jakuba nejsou jeho vypovédi ve sporu, protoze rozumi nekone¢né mnoziné
jako velmi velké mnozin€, ktera presahuje az za obzor jeho pohledu, je tedy pfiro-
zené nekonecna. Jeho obzor je uréovan také tim, jaké ¢islo umi pojmenovat, takové
si totiz umi néjakym zpisobem predstavit. AvSak ¢islo jako trilion je jiz pro néj
neuchopitelné, je to totéz jako nekonecno.

V kontextu nekoneéného periodického rozvoje poodkryva Klara (19 let) svou
predstavu nekonecné velkého mnozstvi devitek v ¢isle 0,9 pravé jako prirozené ne-
konec¢ného:

E183: Kdy# rikdte, Ze 0,9 je mensi neZ jedna, tak mi ted veknéte, jaky je rozdil mezi
tou jednickou a mezi tim 0,9.

K184: (2) Tak tam je Zadnd celd ndkd, ja nevim kolik, miliontina, jd nevim.

E185: Miliontina?

K186: No proste, no neni to jedna desetina, je to mensi neZ ta jedna desetina, mno-
hem menst.

E187: Tak jaky?

K188: (7) No téch devitek je tam vic, je to 0,99 nevim, kam aZ.

E189: Aha. Téch devitek v tom rozvoji 0,9, kolik jich tam teda je?

K190: Nekonecné mnoho. (2) Ne, jda nevim, je jich tam prosté hodné, strasné moc.

Klara jednoznac¢né pracuje s po¢tem devitek za desetinou ¢arou jako s kone¢nym.
Avsak doposud byla pro ni tato pfedstava naprosto postacujici. Ve vSech tivahach,
které provadéla, mohla beztrestné ¢islo 0,9 vZdy nahradit jeho dostate¢nou apro-
ximaci. Neméla proto divod o své predstavé pochybovat. Poznamenejme jesté, ze
otazka typu Cemu se rovnd rozdil 1 — 0,97 je nastrojem pro navozeni kognitivniho
konfliktu, a tedy vytvari situaci, kdy jedinec miize 1épe prekazku prekonavat.

Vnimani obzoru, jeho posouvani a ptekracovani hraje ve vyvoji porozumeéni neko-
neénu vyznamnou roli. V rtznych podobéch se (mnohdy skryté) modely vystavéné
na predstavé prirozeného nekonecna objevuji jako prekazky pii utvareni znalosti
o klasickém nekonec¢nu, a to jak v jeho potencialni tak aktualni podobé. Potencialni
vnimani nekonecna se stava prekazkou v okamziku, kdy je jedinec novym kontextem
nucen potencialni pristup aktualizovat. V tuto chvili by mél uplné zavrhnout obzor,
ktery je pfirozenym projevem potencialniho nekonec¢na. On to ale neudéla a presune
jej do jakéhosi ,nevlastniho bodu“, kde s nim jiz nelze posunovat.

4.3 7ZNALOSTI O KONECNU

Jevy popisované v predchazejicich dvou paragrafech provazeji vSechny prekazky vy-
chazejici ze zkuSenosti s konecnem. Mnohéa slova budu proto opakovat a casto se
odvolavat na princip tviirce a polohu obzoru. Presto je ticelné zamérit se na znalosti
o konec¢nu explicite. Je totiz na misté ocekavat, ze znalosti o konec¢nu, tj. o konec-
nych geometrickych objektech, o konecnych mnozinadch a o koneénjch procesech,
jsou prekazkou pro znalosti o jednotlivych atributech nekonecna. Evidentni je to
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u platnosti Eukleidova axiomu Celek je vétsi neZ cast, o jehoz platnosti na konec-
nych objektech mame bezpocet zkusenosti. Neni proto prekvapivé, ze bylo v historii
tolikrat komentovano, ze u nekonec¢nych mnozin zachovani tohoto pravidla neplati,
a proto nekone¢né mnoziny nejsou mozné.

Podobné nebylo nerozumné ocekavat, ze suma nekonec¢né mnoha kladnych veli¢in
musi rist nade vSechny meze. Popripadé€, Ze spojenim bezrozmérnych bodid nelze
vytvofit mnozinu, kterd ma nenulovou miru. Dobfe usporfadana kone¢nd mnozina
ma maximum a minimum, a proto jakakoli mnozina by maximum a minimum méla
mit.

Jednoznacné tedy ocekavame, ze zkuSenosti nabyté manipulaci s kone¢nymi ob-
jekty (at uz matematickymi nebo z bézného Zivota) maji obecnou platnost. Proto
bylo jejich nesplnéni v historii vykladano jako spor a tudiz bylo divodem k zavr-
zeni aktualniho nekonec¢na. Casto citovanym piikladem jsou tvahy, které provedl
Galilei® a ve kterych objasiiuje, Ze neni mozné porovnéavat pocet vSech pfirozenych
¢isel a pocet vSech jejich druhych mocnin, a podobné nelze porovnat pocet vsech
bodt na kratsi a delsi isecce. Jistou analogii jsou Cantorovy marné pokusy dokazat,
Ze mnozina bodi na ¢tverci mé vétsi mohutnost nez mnozina bodt na tsecce.

Na pocatku skolni dochazky ma zak zkusenosti pouze s koneénymi mnozinami
(zné malé piirozena ¢isla, pojem ¢isla mu splyva s poc¢tem prvki koneéné mnoziny).
Setkava se pouze s nepriliS pocetnymi mnozinami z redlného svéta a na zakladé
elementarnich predstav o ,velikosti“ je umi intuitivné porovnavat (Maruska md vic
bonboni nez jd).

Pozdéji se setkava s vice pocetnymi mnozinami, uci se pojmenovavat pocet jejich
prvki, rozsifuje si obor pfirozenych ¢isel o zaporna, racionalni a iracionélni ¢isla,
seznamuje se s ¢iselnymi operacemi. V geometrii se setkava s bodovymi mnozinami,
kterym prifazuje miru a vnimé je jako omezené ¢i neomezené.

Prvnim reprezentantem nekone¢nych mnozin je pro zdky mnozina vsech pfiro-
zenych ¢isel. Nejprve je chadpana (podobné jako piimka) jako ,neomezené prodluzo-
vatelnd“ (ke kazdému ¢islu existuje jesté vétsi ¢islo), tedy ve smyslu potencidlniho
nekonec¢na. Pozdéjsi prijeti aktualni existence této mnoziny je spojeno téz s akcep-
tovanim existence nekone¢ného procesu. Vytvareni dalSich pojmu spojenych s neko-
necnem podstatné zavisi na tom, zda se vytvori tato predstava aktualné nekonecné
mnoziny prirozenych cisel.

Zmalosti o konecnych mnozinach zaci neopravnéné prenaseji i do oblasti neko-
nec¢nych mnozin. Maji problém odlisit velmi pocetné mnoziny, které jsou za jejich
obzorem, tedy prirozené nekonec¢né, od klasicky nekonec¢nych mnozin. Jak jiz bylo fe-
¢eno, obvykle pouzivaji predstavu, ze prvky kone¢né mnoziny ,lze spocitat®, a tedy
nelze-li prvky mnoziny spocitat, prohlasuji mnozinu za nekonec¢nou, tzn. pouzivaji
princip tvtrce.

V kontextu geometrickych bodovych mnozin byva pro studenty klicovym krité-
riem pro porovnani jejich mohutnosti omezenost ¢i neomezenost nositele uvazované
mnoziny. Naptiklad Pavel (13 let) fika: Mravenci na Zemi neni nekonecné mnoho,
protoZe by se tam prece nevesli. Vidyt kaZdej preci zabird néjaky misto. Toto krité-
rium, které je spravné u ,realnych“ mnozin, selhava casto u mnozin ze svéta mate-
matiky. V tomtéz rozhovoru Pavel pozdéji iika: Na té usecce nemuze byt nekonecné
mnoho bodi, kdyZ je jen 2 cm dlouha.

Nésledujici ukazka z rozhovoru ukazuje, jak se u nékterych respondentt pfiro-
zené uplatnuje predstava omezenosti mnoziny:

6Galileo Galilei Distorsi e dimonstrazioni matematiche, interno a due nuove scienze, 1638.
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Matéj (15 let) ma porovnat mohutnost tii bodovych mnozin — mnozinu vSech bodt
usecky délky 10 cm, mnozinu vSech bodt kruznice o poloméru 10 cm a mnozinu
vSech bodi primky.

E18: Tak, Matép, ty jsi u tehle otazky wvedl, Ze téch bodi je ve vSech téch trech
mnoZindch nekoneéné mnoho. A mé by ted zajimalo, jestli bys je umél porovnat,
rict, kde jich je mejvic.

M19: Na ty primce jich je nejvic.

E20: Jo? A na ty usecce a kruznici?

M21: Na ty usecce a kruznici jich je taky mekonecné mnoho, ale na primce jich je
nejvic.

E22: A je jich vic na ty usecce, nebo na ty kruznici?

M23: To se neda porovnat, tady jich je nekonecné mnoho a tady jich je taky neko-
neéné mnoho, to se nedd spocitat (ukazuje tuzkou na obrazek kruznice a tisecky).
E24: Aha, a na ty primce se to snad dd spocitat? Nebo proc¢ myslis, Ze je jich tam
nejvic?

M25: No ta primka nikde nekonct, ta vede furt ddl, ale (4) ta usecka nebo ta kruznice,
ty jsou tady (ukazuje opét tuzkou pred sebe na obrazek kruznice a tsecky).

Matéj pouziva dvé kritéria pro porovnavani nekoneénych mnozin — kritérium
celek—¢ast (M19) a kritérium neporovnatelnosti (M23) nekoneénych mnozin. Kritéria
porovnavani nekoneénych mnozin popisuji ve svych vyzkumech podrobné Tsamir
a Tirosh (1996). Jimi popisovana kritéria vlastni podmnoZzina obsahuje méné proki,
vsechny mekonecné mnoziny maji stejny pocet prvkid a nekonecné mmnozZiny nelze
porovndvat spolu s kritériem pocet disjunktnich alesporni dvouprvkovych mnozin je
mensi neZ pocet prukd jejich sjednocent jsou prekazkami, které vychazeji ze znalosti
o konec¢nych mnozinach.

Zmalosti o konec¢nu se neprojevuji jako prekazky jen v kontextu mohutnosti mno-
zin. Typickym piikladem v geometrickém kontextu je chapani pfimky jako nama-
lované, tedy koneéné ¢ary. Napiiklad Vendulka (9 let) odpovida na otdzku, kterd
z poloprimek na obrazku 1 je delsi, ze delsi bude to béecko, protoZe zacind o kousek
driv, nebot ztotoznuje polopfimku s jejim sestrojenym obrazem. Ackoli Jan (18 let)
v nasledujicim rozhovoru uvazuje o poloptfimce jako o nekonec¢né, a to v potencialnim
smyslu, zkuSenost s kone¢nymi objekty mu zabranuje pfijmout dtsledky vlastnich
uvah:

E5: Tady jsou dvé polopFimky a a b (ukazuje na obrazek 1). Je nékterd z nich delsi
a pokud ano, tak kterd?

A A

:B B
Obr. 1

J6: No tak, (1) ty primky nikde nekoncej, nebo ty poloprimky nikde nekoncej, takze
(3) nedalo by se urcit, kterd je delsi. Ale kdyby bylo dang, prosté, kde to nekonecno je
nebo kde to nekonecno konci (sméje se) nekonecno konci, proste, kde by se nachdzelo
to nekonecno, tak by byla delsi ta b. Ale vlastné nekonecno dany neni, takzZe se to
nedd urcit, poloprimka, ktera je delst.

E11: A kdybych posunula tu poloprimku a takhle? (poklada dopliiujici otdzku, kterd
by méla navodit kognitivni konflikt, nebot stejnou tivahou lze dojit k tomu, Ze nyni
jsou polopfimky stejné dlouhé, pripadné je delsi poloptimka AA’).
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J12: Ze to pokracuje, pokracuje pordd a pordd ddl, takze by obé byly stejny. Nebo
stejny, teoreticky stejny, protoZe muze miZe pokracovat, (2) neni dan konec, takze
nemiuzeme, nemuzeme tict, kterd je delsi. Zase, kdyby byl ten konec ddn, tak (1) tak
by byla delsi a.

Jan rozhodné nezaménuje primku s jejim obrazem, chape polopfimku jako po-
tencialné nekonecné dlouhou — tedy neomezené prodluzovatelnou, a proto nemtze
urcit, kterd z polopfimek je delsi. AvSak kdyz se pokusi nekonecnost polopfimky
aktualizovat, projevi se znovu znalosti o konecnu — ta, ktera ,zacina“ diive, musi
byt delsi (J6, J12).

Januv zptsob uvazovani neni viibec prekvapujici. Vlastné stejné by odpoveédél
i Bolzano. Vzhledem k tomu, Ze ve svém axiomatickém systému zachoval Euklidtv
axiom Celek je vétsi neZ cdst na ukor axiomu Co se navzajem kryje, rovno jest,
porovnava nekonecéné mnoziny rozdilné oproti Cantorovi. ,,Uvadi piiklad dvou po-
lopfimek ze dvou ruznych bodi A a B, které lezi na stejné piimce a které bézi na
stejnou stranu, a tvrdi, Ze jedna z nich je vétsi o tsek AB. Piimka, na niz polo-
primky lezi, je opét vétsi, a to o velic¢inu, ktera je nekonec¢nd, nez obé poloprimky*
(Trlifajova, 2001, s. 24).

Zmalosti o konecnu se jako prekdzka projevuji i v feSeni tloh o porovnavani
¢isel 0,9 a 1. Respondenti, bez ohledu na vék (mnohdy i ucitelé v praxi), nejcastéji
odpovidaji, ze 0,9 < 1. Mnozi to pak vysvétluji na zdkladé znalosti o tom, jak
porovnavat desetinnd c¢isla s ukoncenym desetinnym rozvojem, tzn. porovnavanim
¢islic na jednotlivych pozicich. Stejny postup voli i pro ¢islo periodické, a protoze se
lisi hned na prvni pozici, nemohou byt cisla stejna, i kdyz je v periodickém rozvoji
nekonecné mnoho devitek.

Takova ¢isla, jako je 0,9, neméla v matematice dlouho misto. Legitimné mohla byt
prijata az s infinitesimalnim poc¢tem, kdy bylo feceno, co se mysli sou¢tem nekonecné
fady. Napi. Bolzano véhal s pfijetim rovnosti mezi ¢isly 0,9 a 1. Znamenalo by to
ale rozbiti kontinua — mnoziny realnych ¢isel — a proto rovnost ptijal.

Dalsi prekézkou spadajici do oblasti znalosti o kone¢nu je znalost, ze kazda uspo-
fadand mnozina ma minimum i maximum. To plati pouze pro kone¢né mnoziny, ale
je-li znalost prenesena na mnoziny nekonecné, selhava. Michal (15 let) naptiklad
pripousti, ze ke kazdému prirozenému ¢islu existuje nasledovnik, ale nevyplyva pro
néj z toho nutné, Ze nejvétsi prirozené cislo neexistuje, je naopak presvédcen o jeho
existenci:

E51: Jaké cislo je nejvetsi? Ty jsi tady v dotazniku napsal tohle, leZatou osmicku.
Mb52: No, nekonecno.

E53: Hm. (3) Hele, Michale, znds néjaky hodné velky prirozeny c¢islo?

Mb54: Jd nevim, treba (4) miliarda.

E55: A existuje jesté néjaky vetsi nez miliarda?

M56: Jo, miliarda tri miliony.

E57: A jesté néjaky vétsi?

M58: No, jasné, vZdycky muzu to cislo jesté zvétsit, treba jen o jednicku.

Eb59: Pockej pockej, to je divny. KdyZ muzu kaZdy cislo vidycky jeste zvétsit, tak jak
muZe byt potom to nekonecno nejvétsi?

M60: No miZe, za nim uZ nic neni.

Pro Michala je tedy nekonec¢no nejvétsim cislem, které ma urcité vlastnosti pri-
rozeného cisla, ale ta vlastnost, ze muze byt zvétseno, mu uz chybi. Nekonecno je
vlastné pro néj poslednim ¢islem, tj. poslednim obzorem, ke kterému piirozena ¢isla
smétuji.
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5 ZAVER

Vyvoj predstav jedincti o nekonec¢nu koresponduje do znacné miry s fylogenetickym
vyvojem. Ve svych vypovédich respondenti uzivaji slova nekonecno, nekonecné ¢i
nekonecné mnoho. Témto sloviim muiize ale respondent prisuzovat nejriiznéjsi obsah
a vyznam. Pfedstavy, které vedou k témto odpovédim, tizce souviseji s pojmem ob-
zoru, jeho polohou a postupnym pfekonavanim riznych obzori. Vysledna vyvojova
struktura obsahuje ¢tyfi typy predstav, pfitom posledni z nich je klasické aktualni
nekonecno, které odpovidd predstavam soucasné (skolské) matematiky. Popsanou
klasifikaci vsak nelze vnimat natolik zjednodusené, Ze respondent ma jedinou pred-
stavu nekonecna ve vSech kontextech. Pravé naopak, a ve svétle teorie epistemo-
logickych prekazek je snadno pochopitelné, ze se jedinec nejriznéji vraci ke svym
dFivéjsim (a naivnéjsim) predstavam.

Nejjednodussi a nejranéjsi predstava o nekonecnu, s niz se u student setkdvame,
je prirozené nekonecno. Pfirozené nekonecno je jev subjektivni — jedinci se mohou
néjaka mnozina nebo objekt jevit prirozené nekonecnymi, jestlize se tdhnou az k jeho
obzoru. Budeme-li chapat mnoziny jako klasicky aktualné nekonecné, pak jedinciv
obzor lezi v jejich ramci a je pevny. Napriklad prirozena cisla jsou v jeho pred-
stavé ukoncena nejvétsim pevnym piirozenym ¢islem (napi. trilion apod.). Pfimka
je v jeho pfedstavé ztotoZnéna se svym obrazem — tseckou. O &isle 0,9 prohlasuje, Ze
devitek za desetinnou c¢drkou je nekonecnée mnoho, ale znamené to pro néj prirozené
nekonecné mnoho, takze pracuje vzdy jen s n&jakou kone¢nou aproximaci ¢isla 0,9.

Pokrocilejsi predstava je potencidlni nekonecno. Student si jiz uvédomuje moz-
nost, ze libovolny obzor mtize byt prekrocen. Jeho obzor je tedy pohyblivy, ale stale
lezi v ramci diskutované mnoziny chapané nami klasicky aktualné. Pfirozena cisla
jsou v jeho predstavé stale ukoncena nejvétsim prirozenym cislem, o kterém ale ne-
vime, jak je veliké. Piimka je zde chapana jako neomezitelné prodlouzitelné tsecka
v Eukleidové smyslu. V tlohé4ch o ¢éislech 0,9 a 1 — 0,9 je i zde v predstavé studenta
mezi desetinnou ¢arkou a posledni devitkou, resp. jednickou, z naseho pohledu ko-
ne¢né mnoho cifer (to se projevi napiiklad pii diskusi o desetindsobku tohoto ¢isla),
ale pohyblivost obzoru se projevuje procesualnim chapanim poctu cifer, tedy Ze libo-
volny jejich pocet miZze byt zvétSen. Misto obrovského pevného ¢isla (trilion apod.)
se Casto objevuji formulace Je jich strasnée moc, nevime ale, kolik jich vlastné je. Roz-
dil mezi predstavou popsanou slovy Ptirozené nekonec¢no a Potencidlni nekonec¢no se
jasné projevuje napt. v uloze o existenci prusec¢iku rtiznobéznych primek, jejichz ob-
razy na papiru se neprotinaji. Zatimco student s predstavou prirozeného nekonecna
existenci priiseciku odmitne, student s predstavou potenciadlniho nekonecna obrazy
primek prodlouzi a existenci pruseciku potvrdi.

Zajimavym fenoménem je predstava, kterou vystihuje termin pozice omega.
Vznika u nékterych zakt a studentii tam, kdy se snazi aktualizovat sviij potencialni
pristup k nekonecnu. Napiiklad mnozina pfirozenych cisel je prodlouzena o jakési
yhevlastni“ prirozené cislo, které je vétsi nez vSechna ostatni pfirozena cisla. Toto
Cislo (respondent ho nazyva nekonecno) sice mé nékteré vlastnosti ¢isel — napiiklad
oznacuje pocet prvki néjaké mnoziny, ale nékteré vlastnosti mu chybi — naptiklad
moznost secist ho s jingm é&islem. Cislo 0,9 je pak chapéano tak, Ze devitek za desetin-
nou ¢arkou je (aktualng) nekone¢né mnoho, ale za nimi je jesté jedna posledni. Cislo
1 — 0,9 je uvazovano ve tvaru 0,00...01, kde mezi desetinnou ¢arkou a jednickou
je (aktudlné) nekoneéné mnoho nul. Podobné pfimka je prodlouzené az ,do neko-
necna“, pricemz si ale stle zachovava sviyj krajni (nevlastni) bod. Pozici omega lze
chapat jako vyvojovy mezistupenn mezi potencialnim a aktualnim chapanim neko-
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nec¢na. Respondent sviij obzor, ktery je prirozenym projevem potencialniho pfistupu,
nezrusi uplné, ale presouva jej do jakési nevlastni polohy, kde s nim jiz nelze posu-
novat.

S tim, jak se posunuje jedinctiv obzor, neodmyslitelné souvisi pojeti existence
matematickych objektt. Totiz podle toho, kdo je uskuteciovatelem néjakého ob-
jektu, kdo je zarukou jeho existence, zda ¢lovék, nad¢lovék ¢i Biih, tam nachéazime,
resp. nenachazime zadny, pomyslny obzor. Déti na poc¢atku ucebniho procesu pristu-
puji k jeviim naprosto subjektivné. Prisuzuji existenci tém objektim, které mohou
evidovat télesnymi smysly, a to bezprostiedné. Postupné prijimaji existenci takovych
objektt, znaji-li alespon principielni moznost jejich vytvoreni — konstrukei néjakého
geometrického objektu, dopocitani se néjakého velkého cisla apod. Na konci tohoto
procesu je ztotoznéni se soucasnym mnozinovym pojetim matematiky.

Sama matematika prodélala tento vyvoj k absolutnimu zastitovateli pravdy velmi
pozvolna, coz miizeme mimo jiné dobfe pozorovat na prisuzovani existence geome-
trickym objektim. Za pomoci teorie mnozin je totiz mozné piimku chapat jako
mnozinu bodi, ze kterych se tato primka sklada. Najednou se geometricky prostor
zaplnil nejriznéjsimi objekty, které byly v pfedmnozinové matematice nemyslitelné,
z nichz tsecka bez koncovych bodt nebo kruh bez hrani¢ni kruznice jsou ty nejjed-
nodussi. Koncem 19. stoleti se pak zrodilo nové odvétvi geometrie — topologie. Ta
se diva na roztodivné mnoziny bodt jako na geometrické objekty a predevsim tak
vnima i doplinky k takovym geometrickym objektim.

Zdalo by se, ze geometrie, kterou dnes vyucujeme na naSich skolach, alespon
zékladnich, odpovida vyvojové pravé Eukleidovu pojeti. Ovsem ackoli pracujeme
stale v Eukleidové geometrii, nebot je to model teorie jeho péti postulati, nase pojeti
je znaéné ovlivnéno pozdéjsim vyvojem, pfedevsim myslenkami teorie mnozin. Casto
kdyz ¢teme samotného Eukleida, si obsah jeho slov vykladame prostiednictvim teorie
mnozin. Tento obrovsky krok, ktery lidstvo zapocalo jiz v dobé Galilea, dokoncil
David Hilbert, kdyz provedl axiomatickou vystavbu geometrie a mimo jiné vyslovil
axiom uplnosti pro body, prfimky a roviny. Od této chvile byl geometricky prostor
a priori vyplnén vSemi body, vSemi piimkami a vSemi rovinami (tedy i jejich ¢astmi).
Geometr od této chvile nevytvari geometrické utvary, ale pouze si je, jejich vlastnosti
a vztahy ,uvédomuje“.

Je zfejmé, ze z této disproporce ,idealni skolské matematiky“ a prirozeného pri-
stupu zakt v podobé principu tviirce mohou vznikat mnohé nedorozumeéni a docha-
zet k fixacim nespravnych predstav. Ucitel si tak musi byt védom toho, odkud a kam
chce dovést své zaky, a neustale vytvaret situace vhodné k prekonavani jednotlivych
epistemologickych ptrekazek.
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